Teorema de Noether no Calculo das Variagdes Estocastico
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Resumo

Comegamos por apresentar os problemas classicos do calculo das varia¢es deterministico, dando én-
fase a condigdo necessaria de otimalidade de Euler-Lagrange e Teorema de Noether. Como exemplos
de aplicagdo, obtemos as leis de conservagio da quantidade de movimento e energia da mecénica, vali-
das ao longo das extremais de Euler-Lagrange. Introduzimos depois o calculo das variagBes estocastico
e demonstramos um teorema de Noether estocastico obtido recentemente por Cresson. Terminamos
apontando um problema interessante em aberto.
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Abstract

We begin by presenting the classical deterministic problems of the calculus of variations, with em-
phasis on the necessary optimality conditions of Euler-Lagrange and the Noether theorem. As examples
of application, we obtain the conservation laws of momentum and energy from mechanics, valid along
the Euler-Lagrange extremals. We then introduce the stochastic calculus of variations, proving a re-
cent stochastic Noether-type theorem obtained by Cresson. We end by pointing out an interesting open
problem.

Keywords: calculus of variations, invariance, Noether’s theorem, conservations laws, stochastic calculus
of variations, stochastic Noether’s theorem.
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1 Introdugio

Um dos primeiros problemas do calculo das variagées foi colocado por Galileu em 1630. Consistia em
determinar a trajetéria 6tima que minimizasse o tempo que uma particula demora a percorrer dois pontos
dados, por agdo exclusiva da gravidade. Algumas décadas mais tarde, o problema de Galileu viria a ser resol-
vido pelos irmaos Bernoulli, Newton, Leibniz, Euler e Lagrange, quase imediatamente a seguir a invengdo
do céalculo diferencial e integral por Newton e Leibniz.

O problema central do célculo das variagdes consiste em encontrar uma fungéo z(-) que minimize (ou
maximize) o valor de uma dada funcional integral,

b
Jz()] = / L(t, o(t), i(£))dt —> min, ()

onde z : [a,b] = R", L : [a,b] x R" x R" — Red = % Jano século XIX e principio do século
XX, muitos autores tinham contribuido para a teoria da solugdo de problemas deste tipo. Entre outros,



sobressaem os nomes de Weierstrass, Bliss e Bolza. Deste meados do século XX, o calculo das variacdes
alargou-se a varios ramos: foi crescendo até aos dias de hoje, encontrando intmeras aplicagdes praticas, na
fisica, economia, ciéncias dos materiais, engenharia e biologia [9]. Foi da aplicagdo do calculo das variagdes
a fisica que Emmy Noether chegou ao seu famoso teorema, que estabelece uma relagdo entre a existéncia
de simetrias das funcionais integrais (1) e a existéncia de leis de conservagdo. Como caso particular do
teorema de Noether podemos explicar todas as leis de conservagao da mecénica. O nosso objetivo principal
é introduzir o moderno calculo das variages estocastico e, em particular, obter uma formulagdo estocastica
para o teorema de Noether.

O trabalho encontra-se organizado em seis secgdes. Comegamos, na Secgdo 2, por introduzir o calculo
das variagdes classico/deterministico, estudando os contetidos mais importantes de um qualquer calculo
das variagdes: formulagao do problema fundamental (2), demonstragio da equagdo de Euler-Lagrange (3),
definicio de extremal (Definigdo 3) e obtengdo da condigio necessaria de DuBois-Reymond (6). Na Sec-
3o 3 demonstramos o teorema classico de Noether (Teorema 9). Como exemplos ilustrativos de leis de
conservagio, obtemos conservagio da quantidade de movimento (Exemplo 10) e conservagio de energia
(Exemplo 11). Na Secgdo 4 introduzimos, com detalhe, o calculo das variagdes estocastico. O resultado
principal do trabalho, o teorema de Noether estocastico (Teorema 43), é demonstrado na Secgdo 5. Ter-
minamos com a Secgdo 6 de conclusdo, apontando um problema em aberto: a obtengdo de um teorema de
Noether estocastico para o caso ndo auténomo, com mudanca da variavel independente.

2 O Calculo das Variacoes

O calculo das variag6es é quase tdo antigo quanto o préprio Calculo, tendo, os dois assuntos, sido desen-
volvidos em paralelo. O calculo variacional é um alicerce de muitas teorias em Fisica e tem um papel
fundamental nessa 4rea bem como na Matemética. O problema de minimizar funcionais do tipo (1) ¢, via
de regra, sujeito a diferentes tipos de restri¢des como, por exemplo:

¥ condigdes em z nas extremidades do intervalo, i.e., z(a) = A e/ou z(b) = B;

¥ exigir que g(t, z(t), £(t)) = O parat € [a,b], onde g : [a,b] X R™ x R" — R é dada;

2
1

I

¥ exigir que fabg(t, x(t),&(t))dt = c,onde g : [a,b] x R" x R - Rec€R.

O primeiro tipo de restrigio é denominado condi¢do de contorno e pode ser exigido em ambos ou em
apenas um dos extremos do intervalo [a,b]. O segundo tipo de restri¢do é denominado de restrigdo La-
grangiana, devido 4 sua semelhanga com as restrigdes presentes nos problemas da mecénica Lagrangiana. O
terceiro tipo é denominado de restricdo isoperimétrica (ou integral), uma vez que os primeiros problemas
relacionados com esta restrigdo apresentavam a exigéncia dos candidatos « terem todos 0 mesmo compri-
mento/perimetro. O intervalo [a, b] ndo precisa ser necessariamente fixo. Este é o caso quando uma das
condigdes de contorno é descrita pela curva de nivel de uma dada fungdo o : R1*" — R. Temos entdo
uma restrigao do tipo

% o(T,2(T))=0,T > aq,

que é denominada condigdo (de contorno) transversal. As restrigdes acima podem aparecer de forma com-
binada, de modo que um mesmo problema pode estar sujeito a restri¢des de diferentes tipos ou a varias
restri¢gdes do mesmo tipo. Analisamos aqui apenas os problemas com condiges de contorno. O problema
fundamental consiste na determinagdo de uma funcio z(-) € C? que minimiza uma dada funcional .J[]
quando sujeita a duas condigbes de contorno:

b
Jlz()] :/ L (t,2(t), &(t)) dt —> min,

z(-) € C2 (la, b R™), @)

z(a) =4, =z(b) =B,

onde supomos a < b, A, B € R" e L(,+,-) € C? em relagio a todos os seus argumentos. Para facilidade
de apresentagio, consideramos de seguida o caso escalar, isto é,n = 1.



Teorema 1 (Condigdo necessaria de otimalidade para o problema (2) — equagdo de Euler-Lagrange). Se
x(-) é minimizante do problema (2), entdo z(-) satisfaz a equagdo de Euler-Lagrange:

Lt at), i) = 0. (3)

Lw<t7 .’E(t), .’L‘(t)) - dt

Demonstragdo. (seguindo Lagrange) Seja z:(-) um minimizante do problema (2). Considere-se uma fungao
admissivel, na vizinhanga de z(-), arbitréaria. Tal fungdo pode ser escrita na forma z(-) +£¢(-), com ¢(a) =
@(b) = 0. Por defini¢gdo de minimizante, a fungdo

b .
<I>(5):J[x(~)+€¢(-)]:/ L (1x(t) + (1), (1) + (1)) de

tem minimo para ¢ = 0, para qualquer ¢(-). Como a funcional J tem um minimoem z(-) e x(a)+c¢(a) =
Aex(b) +ep(b) = B, entdo ®(c) tem minimo no ponto € = 0. Logo,

vo)= [ (L )6(0) + Led(0) e = 0

onde L, (t) = L, (t,z(t), #(t)) e L;(t) = L (t,x(t),2(t)). Integrando por partes, vem que

[ Lo = Lo 1~ [ GLs0ol) = - [ L Lato

e, entao,

0= ®'(0) = / b (Lo()6(0) + Lo()o() dit = / b <L-(t> - jtm(t)) o(t)dt. (a)

Utilizamos, agora, o seguinte lema auxiliar, cuja demonstragdo pode ser encontrada, por exemplo, em [6]
ou em [11].

Lema 2 (Lema fundamental do calculo das variagdes). Se g(-) é continua em [a, ] e

b
/ 9()d(x)dz = 0

para todas as fungdes ¢ € C?([a, b]; R) com ¢(a) = ¢(b) = 0, entdo g(x) = 0.
De (4) resulta do Lema 2 a conclusdo pretendida: L, (t) — %I_}i(t) =0. O

Definigdo 3. As solugdes da equagdo diferencial de Euler-Lagrange (3) (desconsiderando as condigdes de
contorno) sdo denominadas fungdes estacionarias ou extremais, independentemente do facto de serem ou
nio solugdes do problema variacional (2).

Vamos apresentar um exemplo de aplicagdo do Teorema 1.

Exemplo 4. Considere-se a funcional integral

Ja ()] = / " (#2(0) — ka?(0)) de (s)

sob as condigdes de contorno z(0) = x(7) = 0, onde k é uma constante positiva. As fun¢des admissiveis
pertencem a classe C2. Se x(-) é minimizante de (5), entdo resulta de (3) que

%(23’3(1&)) +ka(t) = 0 (1) + ka(t) = 0.

Trata-se de uma equagdo diferencial ordinaria homogénea, de coeficientes constantes, com solugio

x(t) = C cos (\/E)f) + Cysin (\/Et) ,



onde C e C5 sdo constantes de integracdo. As condi¢des de contorno z(0) = z(7) = 0 implicam que

Cy = 0eCysin (\/Eﬂ') = (. Duas situagdes ocorrem, consoante Vk é, ou ndo, um numero inteiro. Se
Vk € N, entdo sin (\/Eﬂ‘) = 0 e, nesta situagdo, temos uma infinidade de extremais da forma z(t) =

Cy sin (\/Eﬂ'), C5 € R. Se vk ndo for um inteiro, entdo Cs = 0 e a dnica extremal é x(t) = 0,Vt € [0,7].

Uma outra condi¢do necesséria cléassica do calculo das variagdes é a condi¢do necessaria de DuBois—
Reymond.

Teorema 5. Uma condigdo necessaria para x(-) ser solugdo do problema fundamental do célculo das varia-
¢6es é dada pela condigao de DuBois—Reymond:

oL d 0L

G )00 = 5 { £t (0 (0 = 5 (1000, 4(0)i0) | ©)

Demonstragdo. Veja-se [11, Corolario 59]. U

3 Teorema Classico de Noether

Emmy Noether, nascida em marg¢o de 1882 na Bavaria, Alemanha, é considerada a “mée” da Algebra Mo-
derna (Abstrata). Apés Albert Einstein publicar a sua teoria da Relatividade Geral, os mateméticos ficaram
alvorogados e permitiram-se explorar as propriedades desse novo e revolucionario territério. A famosa te-
oria da Relatividade, além de rudimentar e estranha, apresentava problemas. Emmy Noether deu resposta
a importantes questdes, valendo-se da simetria dos problemas variacionais. O teorema de Noether afirma
que as leis de conservagdo sao resultado das leis de simetria e constituiu um grande avango para a época.

Encontrar a solugdo geral da equagdo de Euler-Lagrange (3) consiste em determinar solugdes de uma
equagao diferencial de segunda ordem, geralmente ndo linear e de dificil resolugdo. As leis de conservagio
sdo especificadas por fungdes ®(t, x(t), #(t)) constantes ao longo de todas as solugdes = da equagdo de
Euler-Lagrange, o que permite baixar a ordem das equagdes diferenciais dadas pelas condigGes necessarias
de otimalidade, simplificando o processo de resolugio dos problemas do calculo das variagdes (e controlo
4timo) [10].

Vamos considerar um grupo uni-paramétrico de transformagdes de classe C?, da forma

T=0(txe), T=Utmre), (7)

onde @ e ¥ sdo fungdes analiticas de [a, b] X R" x| — £,e[— R. Admitimos que a transformagdo (7) para
¢ = 0 reduz-se i identidade: ¢ = ®(¢,7,0) = teT = ¥(¢,x,0) = x. Numa vizinhancadee = 0, e ¥
podem ser expandidas em série de Taylor:

0P(t, x,0) 2l82<1>(t,x,0)

t=t+e 9% ST 922 - =t+T(t,x)e + o(e),
ﬂazx@+g@¥§19 g%gggﬁﬁfnzx+xu@k+qa
onde
zxaz)::g?%iEQJ, xxax)::gggiﬁﬁﬂ.

Na literatura, as fungdes T e X sdo designadas por geradores infinitesimais das transformagdes @ e ¥,
respetivamente.

Definigdo 6 (Invaridncia de uma funcional integral (1) do calculo das variacdes). Dizemos que a funcional
integral (1) é invariante sob as transformagio infinitesimais

t=t+T(t,x)e+ o(e),
Z=z+ X(t,x)e + o(e),



se

ty t(tp) B B
/t L(t,2(t), ()t = / L0, @) (8)

a

para todo o subintervalo [t,, 5] C [a, b].

Teorema 7 (Condigao necesséria de invaridncia). Se a funcional integral (1) é invariante no sentido da
Definigéo 6, entdo

0L

oL .
a0, ()Tt ) + 5 (b (t), 5() X ()

+ %ﬁ(t, z(t),4(t)) (X(t,x) - @T(um)) + L(t, z(t), &(t))T(t,z) = 0. (9)

Demonstragio. A equagdo (8) é valida para todo o subintervalo [t,, ] € [a, b], o que nos permite escrever
esta equagdo sem o sinal de integral, ou seja, se

t=t+T(t x)e+ o(e),

T=x+ X(t,x)e + o(e),
dz _ T+eX+o(e)
dt — T+eT+o(e)’

entao

L(t,z(t),z(t)) = L (t +T(t,x)e + ole),z + X (t,x)e + o(e), m> i

Derivando os dois membros da igualdade em ordem a ¢, e fazendo ¢ = 0, vem que

oL . oL oL . . N
0= E(t,x,ac)T—i— D (tyz, o)X + — o (t,z, &) (X—mT) + L(t,x,2)T.
O
Exemplo 8. Consideremos a funcional integral
b
Jz()] = / :bQ(t)dt. (10)
Neste caso temos L(t, z(t), &(t)) = &(t) = %—l;‘ = gi =0e 8L = 24(t). Como
. dT 5‘T . BT
. dX 0X . 0X
Xt) = X = = 5 8%
da equagdo (9) resulta que
20(t) (97X+.37X_. 5£+8£ n 8T+ orT ~0
W T T ot T o o tiar ) =
0 . (.0X OT L0X
oT
B 0, (11)
oX oT
o ot 0, (12)
0X
25 =0 (13)



De (11) podemos afirmar que 7" ndo depende de z. Entdo T'(t,z) = T'(¢) e de (13) concluimos que X
ndo depende de ¢, isto é, X (t,) = X(z). A equacdo (12) ¢ satisfeita se 2% = %. Isto implica que

2% = constante = %—:tr, ou seja,
X(x)=cx+by, T(t)=2ct+ by, (14)

onde ¢, by e by sdo constantes. Podemos verificar que os geradores infinitesimais definidos em (14) repre-
sentam as simetrias para que a funcional (10) seja invariante no sentido da Definigéo 6.

O préximo teorema é um dos resultados mais importante da Fisica moderna e ndo s6: o teorema de
Noether, que foi formulado e demonstrado em 1918 por Emmy Noether, é muito mais que um teorema.
E um principio geral sobre leis de conservagio, com importantes implicagdes em varias areas da Fisica
Moderna, na Quimica, na Economia, nos problemas Estocasticos, etc.

Teorema 9 (Teorema de Noether). Se a funcional integral (1) é invariante no sentido da Definicéo 6, entdo

oL OL

%(t,x(t), ()X (¢, z(t)) — (L(t,:c(t), x(t)) — %(t, x(t),sr(t))x(t)) T(t,z(t)) = const  (15)

é uma lei de conservacdo.

Demonstragdo. Vamos fazer a demonstragdo do teorema de Noether usando a condi¢do de DuBois—Reymond
dada pelo Teorema 5. A equagdo de Euler-Lagrange (3) diz-nos que

oL . d OL .
e (ta(0),4(0) = 2 5 (4 a(0),4(0).
Podemos entio escrever a condi¢io necessaria de invariancia (9) como
oL ) d 0L .
¢ (&2@), 2T, 2(8) + = 2= (8, 2(2), 2(1) X (2, 2(t))
+ %(t, x(t), (1)) (X(t, a(t)) — 2(H)T(t, x(t))) + L(t,2(t), &(t))T(t, 2(t)) =0,
ou seja,
d 0L . oL . .
7 8z b e®), 2(O)X (¢, 2(t)) + o=t 2(1), 2(1) X (¢, 2())
+ %(t,x(t), @) Tt x(t) + T(t,2(t)) (L(t,a;(t),jc(t)) - Zi’(t,z(t),j;(t))@(t)) =0. (16)
Usando a condigdo de DuBois-Reymond (Teorema 5) podemos escrever (16) na forma
d 0L . oL . :
2 5 (b 2(t), 2() X(¢ 2(6) + o (¢, 2(t), (1)) X (8, 2(2))
i {Ha(0.50) - 20,000,500 | Tle.2(0)
+T(t, z(t)) (L(t,:c(t),j:(t)) - %(ﬁ,x(t),d:(t))) =0

o 5 Gttt )X (a0 + (L n(0),00) — G 0,001,800 ) Tt 0(0) b =0,

A titulo de exemplo, obtemos as leis de conservagdo da quantidade de movimento e energia.



Exemplo 10 (Conservagio da quantidade de movimento). Sea fungdo L ndo dependede z,i.e., L = L(t, %),
ocorre conservagdo da quantidade de movimento. Com efeito, neste caso a equagido de Euler-Lagrange (3)
toma a forma 4 L; (¢, 2(t)) = 0, o que implica a lei de conservagio

L;(t,&(t)) = constante. (17)

Este facto pode ser obtido por intermédio do Teorema 9 j& que o Lagrangiano L é invariante sob translagGes
em : podemos fazert =t (T =0)ez = x + ¢ (X = 1) e (15) reduz-se a (17).

Exemplo 11 (Conservacio de energia). Se a fungdo L ndo depende de ¢,i.e, L = L(z, &), entdo obtemos a
lei de conservagao de energia:

(t) Ly (z(t),2(t)) — L(x(t), #(t)) = constante. (18)
Com efeito, para toda a solugdo = da equagdo de Euler-Lagrange, temos:

d

G (B0L:(a0.30) - L0500

d . . d .
= o (@) La(2(t),2(t))) — — (L(2(?), (1))

=iLy+@Ly —ilLy, — %L
=0.

A lei de conservagdo (18) resulta de (15) devido ao facto do Lagrangiano L ser invariante sob translagdes
em t: temos invariincia sob as transformacdest =t +ec (T’ =1)ez = 2 (X = 0).

4 Calculo das Varia¢des Estocastico

Nesta secgdo consideramos as derivadas de Nelson, propostas por Edward Nelson em 1967 usando um argu-
mento geométrico [8]. A ndo diferenciabilidade das trajetérias de um movimento Browniano, em processos
de Winer, foi usada por Nelson para justificar o facto de se precisar de um substituto para a derivada clas-
sica. Aqui definimos derivadas de Nelson para os Bons Processos de Difusdo (movimento Browniano) e
damos algumas propriedades das derivadas estocasticas.

4.1 Derivada Estocastica de Nelson

Nesta secgdo vamos ver algumas das propriedades das derivadas estocasticas, nomeadamente a regra da de-
rivada do produto para derivadas de Nelson. Definimos derivadas estocasticas para funcionais de processos
de difusdo e especificamos quando um processo é Nelson diferenciavel.

Consideremos um espago de probabilidade (€2, F, P), onde (€2, F) é um espago mensuréavel e P uma
probabilidade nele definida. O espago amostral {2 representa o conjunto (suposto nio-vazio) de todos os
possiveis resultados de uma experiéncia ou fenémeno aleatério; F é uma o-algebra, isto é, uma classe nao-
vazia de subconjuntos de (2 fechada para o complementar (se A € F,entdo o complemento é definido por
A¢ :=Q — A € F)e para unides contaveis (se A, € F, n = 1,2,..., entdo U, A4,, € F). Os conjuntos
A € F sdo chamados acontecimentos ou conjuntos mensuraveis. A probabilidade P é uma funcao de F
em [0, 1], normada (P(2) = 1) e o-aditiva. Seja P; uma filtragdo, isto é, uma sucessdo P; da o-algebra de
F, crescente, isto §é, tal que Py < P11 e F; é uma filtragdo decrescente.

Definigdo 12. Dizemos que X ¢ adaptada a P; (adaptada a F;) se, para cada ¢, X é P; mensuravel (F;
mensuréavel).

Defini¢do 13. Seja X;(-) um processo definido em / x €2. O processo diz-se um So-processo se: X;(-) tem
um caminho simples continuo; X;(-) é P; e F; adaptado para cada t € I; X; € L?*(); e a aplicacdo
t — X;,de I em L?(2), é continua.



Definigao 14 ([3]). Seja X (-) um processo. Dizemos que X (+) é um S1-processo se ele for um So-processo
e

DX, := lim h 'E[X;n — X{|P],
h—0+
D.X;:= lim h 'E[X, — X;_|F],
h—0+t
existirem em L?((2), parat € I, e as aplicagdes t — DX; et — D, X, forem continuas de [ em L?(Q). A
DX, e D, X; chamamos, respetivamente, derivada de Nelson estocéstica a direita e & esquerda.

Definigdo 15. Denotamos por C! () o espago dos S1-processos munido da norma

X = sup (IX ) L2y + IDX )] L2 (w) + 1D Xell £2(w)) -
te

Vamos agora enunciar um teorema para as derivadas de Nelson dos bons processos de difusao.

Definigdo 16 (Definigdo 1.5 de [4]). Denotamos por A! os processos de difusdo X que satisfazem as seguin-
tes condigdes:

1. X ésolugdo da equagio diferencial estocéstica
dX(t) =b(t, X (¢))dt + o(t, X (¢))dW (t), X(0) = Xo,

onde X € L%(Q), W(:) é movimento P-Browniano, b : I x R? - Réeo : T x R — RT @R
sdo fungbes Borel mensuraveis satisfazendo as seguintes hipéteses: existe uma constante K tal que
para todos os x, y € R? temos

sgp(la(tw) —o(t,y)| +1b(t,z) = bt,y)]) < K|z —yl,
sgp(\a(tw)l + [b(t, z)]) < K(1 + |z]).

2. Paratodo ot € I, X(t) tem uma fungio densidade p;(x) no ponto z.

3. Fixando a;; = (00");;, para qualquer i € {1,...,n} e para qualquer ¢ € I,
1
| [ ostast ()| dede < -+
to JRY

4. X (-) é uma difusdo F-Browniana.

Teorema 17 ([4]). Seja X € A! tal que dX (t) = b(t, X (t))dt + o(t, X (t))dW (t). Entdo X é difusio
de Markov com a respetiva filtragdo crescente (P;) e filtragdo decrescente (F;). Além disso, DX e D, X
existem em relacdo a estas filtracdes, sendo dadas por

DX(t) = b(t, X(£)), D.X(t) = b.(t, X(¢)),

onde |
9;(a" (t, )p(x))
pe()

com & — p;(x) a densidade de X (t) em z e a convengdo que o termo iy & zerose pe(x) =0.

bi(t,l’) = bi(tax) -

Definigdo 18. Denotamos por D,, o operador definido por

_D+D, . D-D,

D,= 5 + i 5

pw==x1.

Vamos definir derivadas estocasticas para as funcionais dos processos de difusdo f (¢, X;), onde X; é um
processo de difusdo e f uma fungdo suave.



Definigao 19. Denotamos por C';’Q(I x R%) o conjunto das fungdes f : [ x R? — R, (t,x) — f(t, ), tais
que 0, f,Vfe am,mj f existem e sdo limitadas.

Lema 20 ([4]). Se X € Ale f € CY2(I x R?), entdo

DF(X(0) = |00 + DX 91+ Jai0,.1,1] (. X(0),

Do X(0) = |00f + DX VF = 50900, 1] (1. X))
Corolario 21 ([4]). Se X € Ale f € C12(I x RY), entdo
Duf(0X(0) = |00 +D,X(0)- 95 + Ba 0, 1] (. X(0),

Corolario 22 ([4]). Se X € A! com coeficiente de difusio constante o e f € C*2(I x R?), entdo

1

DA X(0) = [0 + DX (0 97 + a7 (. X(0),

O teorema que se segue dé-nos a férmula para o calculo da derivada do produto estocastico de Nelson,
analoga a regra usual de Leibniz (fg)’ = f’g + f¢’ da derivada do produto.
Teorema 23 ([4]). Se X,Y € C!([), entdo

d

ZEX(MOY (1) = BIDX(1)-Y(£) + X() - D.Y ().

Lema 24 ([4]). Se X,Y € C!(I), entdo

%E[X(t)Y(t)] = E[Re(DX(t)) - Y(t) + X(¢) - Re(DY (t))],
E[Im(DX(t))-Y ()] =E[X(t) - Im(DY (¢))].
Vamos agora definir quando um processo é Nelson diferenciavel.

Defini¢do 25. Um processo X é dito de Nelson diferenciavel se DX = D, X. Escrevemos entdo que

X e N1(I).
Corolério 26 ([4]). Sejam X, Y € CL(I). Se X é Nelson diferenciavel, entdo

E[D,X(1) - Y(t) + X(1) - DY (1)) = %E[X(t)Y(t)} (19)

Seguindo a abordagem feita em [4], vamos associar uma equagéo de Euler-Lagrange estocastica a uma
funcional estocastica, mostrando que existe uma analogia com o Principio da A¢do Minima. Para isso
comegamos por introduzir os conceitos de funcional estocastica e processo L-adaptado.

4.2 Funcional e Processo L-adaptado

Nesta secgdo denotamos por I um dado intervalo aberto (a,b), a < b.
Defini¢do 27. Um Lagrangiano admissivel é uma fungio L tal que
1. A fungio L(z,v,t) é definida em R? x C¢ x R, holomorfa na segunda variavel.

2. L é auténomo, isto é, L ndo depende do tempo: L(z,v,t) = L(z,v).



Definigao 28. Seja L um Lagrangiano admissivel e

E= {X cC'(I),E [/ |L(X(t),DMX(t))dt} < oo} :
I
A funcional associada a L é definida por

=—C

X B U L(X(1), D, X ())dt
I

Fy : } . (20)

Definigdo 29. Seja L um Lagrangiano. Um processo X € C'(I) é chamado de L-adaptado se:
1. paratodoot € I,0,L(X(t),D,X(t)) é P; e F; mensuravel e 9, L(X (t), D, X (t)) € L*(Q);
2. 0,L(X(t), DX (¢)) € C}(I).

4.3 Espaco Variacional

O Calculo das Variagdes considera o comportamento das variagdes no 4mbito do espago funcional subja-
cente. Um cuidado especial deve ser tomado no caso estocastico, para definir qual é a classe de variages
que estamos a considerar. Usamos a seguinte definigao:

Definicdo 30. Seja I' um subespago de C!(I). A I'-variacdo de X é um processo estocastico da forma X + Z,
onde Z € I'. Por outro lado,
I'e={Zecl\VX€E,Z+X € E},

onde I'z denota um subespago de I

Vamos considerar dois subespagos variacionais: (1) e C*(I).

4.4 Funcional I'-Diferencidvel e Processo I'-Critico
Vamos definir fungdo diferenciavel. No que se segue I' é um subespago de C*(I).

Definicdo 31. Seja L um Lagrangiano admissivel. A funcional F; diz-se I'-diferencidvel em X € =N L se
FI(X+2)-F(X)=dF(X,Z2)+ R(X, 2)
para todo o Z € I's, onde dF; (X, Z) é uma fungdo lineare R(X, Z) = o(|| Z |)).
A nossa préxima definigdo é a de processo critico estocéstico.

Defini¢do 32. Um processo I'-critico para a funcional F7 é um processo estocastico X € =N L tal que

dF(X,Z) = 0 paratodosos Z € I's com Z(a) = Z(b) = 0.
O Lema 33 considera o caso em que I' = C!(I) enquanto o Lema 33 considera I' = N} ([).

Lema 33 (Cap. 7 de [4]). Seja L um Lagrangiano admissivel com todas as segundas derivadas limitadas. A
funcional F definida em (20) é C*(I)-diferenciavel paratodoo X € =N LeC'(I)z = C'(I). Para todos
os Z € CL(I), o diferencial de F; é dado por

dF(X,Z)=E

b
/a [O;i(X(u),DHX(u)) D, (gi(X(u),DMX(u))ﬂ Z(u)du]
+ g(Z, avL)(b) - g(Z7 8UL)(G’)7

onde g(Z,0,L)(s) = E [Z(u)0,L(X (u), D, X (u))].
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Lema 34 (Cap. 7 de [4]). Seja L um Lagrangiano admissivel com todas as segundas derivadas limitadas. A
funcional F; definida em (20) ¢ N'}(I)-diferenciavel paratodoo X € =N L e N (I)z = N''(I). Para
todos os Z € N'(I), o diferencial é dado por

dF[(X,Z)=F

b
[ |5 puxn - 2, (Ghx, px @) ) Z<u>du]
+ g(Za auL)(b) - g(Za avL)(a)v

onde g(Z,0,L)(s) = E[Z(u)0,L(X (u), D, X (u))].

4.5 Equagdo de Euler-Lagrange Estocastica

Nesta secgdo vamos determinar a equagdo de Euler-Lagrange estocastica. Também aqui, consideramos dois
casos para o subespaco variacional: N1 (1) e C1(1).

4.5.1 Caso C*(I)

Teorema 35. Seja L um Lagrangiano admissivel com todas as segundas derivadas limitadas. Uma condi-
¢do necessaria e suficiente para que o processo = € £ N C3(I) seja um processo C!(I)-critico associado a
funcional F é dada por

(X(1). DX ()| = 0. (21)

oL [OL
3 (X (0, DX () =Dy | 5

Demonstragio. Sem perda de generalidade, consideramos I = (0, 1). Seja X € C3(I) uma solugdo de

(X(1). DX ()| = 0.

oL [OL
gz (X (0, DX (1) =Dy | 5

Entdo, X é C!(I)-critico associado a funcional F7. Se X é C!([)-critico associado & funcional F7, isto é,
dF(X,Z) =0, temos
Re(dF;(X,Z)) = Im(dF;(X,Z)) = 0.

Vamos definir

oL

oL oL
or

29 = o0 . (GE(X(0, D, X(0) - Dy | S (X0, DX (1) )

L L
2w = o2 (w).m ( G (X0 D,X(0) = D,y | F(X(0.2,X(0)] ).
onde (gb%”) en é uma sequéncia de C>°([0, 1] — R™) deterministica em [0, 1], isto ¢, paratodoon € N,

Dn(0) = ¢n(1) = 0e ¢, = 1 em [ay, By] com 0 < ap, B, < 1, lim, 00 vy = 0 e limy, o B, = 1.
Assim, paratodoon € N,

Re(dF;(X,Zz") = E [/01 ¢ (1) Re? (gi(X(t),DﬂX(t)) -D_, [gf(X(t),DﬂX(t))]> du] =0,

[t oL [OL T
E /O Re? <8x(X(t),D#X(t)) -D_, _%(X(t),DuX(t)) )du] =0.

Usando o mesmo argumento,

OL

E 1Im2 a—L(X(t),D“X(t))—D_“ _—(X(t),DHX(t))_ du| = 0.
0 Ox | Ov
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Portanto, para quase todos os t € [0, 1] e quase todos w € €2,

OL oL

55 (K0, DuX(t)) = Dy | 5-(X(2), DuX(8))| = 0.

A equagido (21) é chamada de equagdo de Euler-Lagrange estocastica.

4.52 Caso N''(J)
A demonstragdo do préxima lema pode ser encontrada no Cap. 7 de [4].

Lema 36. Seja L um Langrangiano admissivel com as segundas derivadas limitadas. Se X é solugido da
equagao de Euler-Lagrange estocastica

oL oL

55 (K0, DuX(t)) = D | 5-(X(1), DuX(t))| =0,

entdo X é um processo N1 (I)-critico para a funcional F} associada a L.

5 Teorema de Noether Estocastico

Nesta sec¢do vamos demonstrar um Teorema de Noether no contexto estocéstico para problemas auténo-
mos. Para isso vamos definir, seguindo Cresson [3], vetor tangente a um processo estocastico, suspensdo
estocastica de uma familia paramétrica de difeomorfismos, invariancia e primeiro integral estocastico.

Seja X € C!(I) um processo estocastico. Definimos vetor tangente a um processo estocastico de modo
anélogo a vetor tangente de X no ponto t.

Definigdo 37. Seja X € C*(I), I C R. O vetor tangente a X no ponto ¢ é dado por DX (t).
Vamos agora introduzir a nogao de suspensao estocéstica de uma familia paramétrica de difeomorfismos.

Definigdo 38. Seja ¢ : R? — R um difeomorfismo. A suspensio estocastica de ¢ é a aplicagio @ : P — P
definida por
VX € P, &(X)(w) = o(Xi(w)).

Defini¢ao 39. Um grupo uni-paramétrico de transformagées &5 : T — T, s € R,onde T C P, é
chamado de ¢-grupo de suspensdo agindo em Y se existir um grupo uni-paramétrico de difeomorfismos
¢s : R -5 R? s € R, de tal forma que para todo o s € R temos:

1. ®, é uma suspensio estocastica de ¢;
2. XeT, ¢s(X) €.

Lema 40 ([3]). Seja ® = (¢s)secr uma suspensdo estocastica de um grupo uni-paramétrico de difeomorfis-
mos. Entdo, para todo o X € A, temos paratodoot € [ etodoo s € R que

1. aaplicagio s — D, P, X (t) € C1(R);
2. 2 [Du(6:(X))] = D, [252].

Seja X € C®(Z) e ¢ : R? — R um difeomorfismo. A imagem de X sob a suspensio estocastica
de ¢, denotada por @, induz de modo natural uma aplicagdo para os vetores tangentes, denotada por ®, e
chamada de aplicagdo linear tangente, definida como na geometria diferencial classica:

Defini¢do 41. Seja ¢ uma suspensdo estocastica de um difeomorfismo ¢ tal que a sua k-ésima componente
o) pertence a 7. A aplicagdo linear tangente associada a ®, e denotada por ®,, é definida para todo o

X € C%(Z) por . (X) = T(P(X)) = (B(X), D(®(X))).
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Obtemos entdo a seguinte nogdo de invariancia sob a agdo de um grupo uni-paramétrico de difeomor-
fismos.

Definigdo 42. Seja ® = {¢s }scr um grupo uni-paramétrico de difeomorfismos e seja L : C'(I) — C¢(1).
A funcional L é invariante sob ® se L(¢,X) = L(X) para todoso ¢ € .

Como consequéncia da Defini¢do 42, se L é invariante temos que L (¢.X; D(¢. X)) = L(X, DX)
paratodoo s € Re X € C!(I). Estamos em condigdes de enunciar e demonstrar o teorema de Noether
no contexto estocastico.

Teorema 43 (Teorema de Noether Estocastico). Seja L um Lagrangiano admissivel com todas as segundas
derivadas limitadas e invariante sob um grupo uni-paramétrico de difeomorfismos ® = {¢;}scr. Seja Fr
a funcional associada a L e definida por (20) em =. Seja X € =N L de classe C!(I) um ponto estacionario
de F. Entio,
-0
s=0

Demonstragdo. SejaY (s, t) = ¢ X (t),s € Ret € [a,b]. Se L é invariante sob ® = {¢, } s, entdo

%L(Y(s,t),D#Y(s,t)) =0

o a,ULi

d oY
a’ [ Os

onde Y; = &,(X).

comY(-,t)eD,Y(-,t) € C*(R) VYt € [a,b]. Temos, por conseguinte,

oY oD.Y
Oyl - — + O, L - )
Js + Js
que é equivalente a
Y Y
OpL-—+0,L- D, — ] =0
s a <85>
com X = Y'|;—¢ um processo estacionario para F;. Resulta entdo que 9, L = D,,0, L. Como consequéncia,
Y 15)4
D ’UL - — ’UL . D _— =
[Pudul] 3s+a ”(83) 0

oY oY
E {[DM&,L] -5 T 0L D, <as)] =0

} 0.
s=0

Usando a regra do produto (19),

d
—FE |8,L -
dt [81

Y
s

6 Conclusao

Ao longo deste trabalho estudamos problemas estocasticos do calculo das variagGes e, em particular, obti-
vemos uma formulagdo estocastica do Teorema de Noether. Generaliza¢des no contexto do controlo 6timo
podem ser encontradas na dissertagdo de mestrado do primeiro autor [2].

O nosso estudo dos problemas estocasticos do célculo das variagdes e do Teorema de Noether estocas-
tico, foi realizado tendo em conta a abordagem proposta por Cresson e Darses em [4]. Outras abordagens
sdo possiveis, como seja a de Zambrini [12], que em 1980 apresentou duas extensdes do teorema funda-
mental do calculo das variagGes estocastico, importantes para problemas da fisica que envolvem restrigoes
[1,13]. Lazaro-Cami e Ortega, utilizando ferramentas da analise global estocastica introduzidas por Meyer
e Schwartz, obtiveram uma generalizagdo estocéstica das equagdes de Hamilton [7]. Recentemente, num
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artigo de Cresson e Darses [5], foi demonstrado que as equagdes de Navier—Stokes admitem uma estrutura
Lagrangiana com a incorporagdo de sistemas estocasticos Lagrangianos. Estas equagGes coincidem com
as equages de Euler-Lagrange de uma funcional variacional estocastica, ou seja, sdo sistemas de Euler-
Lagrange estocasticos.

O Teorema de Noether estocastico é apresentado neste trabalho apenas para o caso auténomo. Estabele-
cer um teorema de Noether estocastico para o caso ndo auténomo, com mudanca da variével independente
t, é um problema em aberto.
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